XI. LA HIPERBOLA

11.1. LA HIPERBOLA COMO LUGAR GEOMETRICO

Definicion

La hipérbola es el lugar geométrico descrito por un punto “P” que se mueve en el
plano de tal modo que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos
fijos del plano F' y F (llamados focos), es siempre una cantidad constante 2a.

Esto es |PF'-PF|=2a

"
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NOTACIONES
La hipérbola consta de dos ramas diferentes y de longitud infinita, en donde:

AA'=2a, eje focal o eje transverso (o eje real).

FF'=2c, distancia focal.

BB'=2b, eje conjugado (o eje imaginario).

El punto medio de FF' es el centro C de la hipérbola.

CA'=CA=a; CB'=CB=b; CF'=CF =c.

Para que haya hipérbola es necesario que ¢ > a.

La cuerda que pasa por un foco y es perpendicular al eje focal se llama lado recto
(LR ) o ancho focal.

Las diagonales del rectangulo prolongadas se llaman asintotas de la hipérbola.

La relacién entre a,b y ¢, por el teorema de Pitagoras es ¢* =a” +b>.

Si a =b, la hipérbola se llama EQUILATERA.

.y C . . s
La relacion e =— es la excentricidad de la hipérbola.
a
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11.2. CONSTRUCCION DE UNA HIPERBOLA CON REGLA Y COMPAS

Para construir una hipérbola con regla y compas, suponemos conocidos los focos

F,F', la cantidad constante 2a y el procedimiento es como sigue:
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a)
b)
c)

Se obtiene el punto medio de F,F' que es el centro “C” de la hipérbola.

Por el centro C se traza la perpendicular a F,F' (que es el eje conjugado).

A partir del centro C, se sefalan los vértices 4, 4' que estan a la distancia “a” de C o
seaque CA'=CA=a.

Se construye el rectangulo de los ejes transverso y conjugado y se trazan las
diagonales que son las asintotas de la hipérbola.

Se marcan puntos cualesquiera a la derecha de F y a la izquierda de F', por ejemplo
los simétricos A,RP',P,,P,"P,,P",P,,P,'",P,,P,’,...

Con centro en los focos y radios A'P, AP, se obtienen las intersecciones 1 que son
puntos de la hipérbola ya que 1F'-1F = AA'=2a, repitiendo esto con los radios
A'P,,AP,,A'P,, AP,,A'P,,AP,,A'P,, AP,;, se obtienen las intersecciones 23,4,5, que
uniéndolos con trazo continuo, se obtiene la curva.




11.3. FORMA ORDINARIA DE LA ECUACION DE LA HIPERBOLA
CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE
ALGUNO DE LOS EJES COORDENADOS

Consideremos una hipérbola con “a” y “c¢” conocidos, ubicada en un sistema de
coordenadas cartesianas rectangulares, cuyo centro coincide con el origen de coordenadas

C(0,0), sus focos estan sobre el eje “x” cuyas coordenadas son F'(-c,0) y F(c,0) y sea
P(x,y) un punto cualquiera de la hipérbola (que puede estar sobre la rama izquierda o sobre

la derecha sin que esto altere la definicion de hipérbola) ubicado sobre la rama derecha
como se muestra en la figura y que de acuerdo con la definicién este punto P estara situado
en la hipérbola dada si y solo si PF'-PF =2a, expresandola analiticamente:

¥4 Si PF':«/()c+c)2+y2 ; PF = (x—c)2+y2

J(x+c)2 +y2 —J(x—c)2 +y2 =2a

Aislando el primer radical en el primer
miembro, elevando al cuadrado, haciendo
operaciones y reduciendo términos

JFieo - semejantes se tiene:

(x+c)2 +y’ =2a+ (x—c)2 +y°

(x+c)2 +y’ =4a’ +4a«/(x—c)2 +y° +(x—c)2 +y?

x> +2ex+c’ +y: =4a’ +4a«/(x—c)2 +y° +x° =2ex+c* +y°
dex —4a® = 4a (x—c)2 +y°

cx—a’=a (x—c)2 +y°
elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes:
2
(CX—CZZ) =a2[(x—c)2 +y2]
c’x? =2a’ex+a* =a’x* —2a’cx+a’c’ +a*y?
2.2 2.2 2.2 2 .2 4
cXxX —ax —a)y =ac —da
factorizando:(c2 —az)x2 —a’y’ = a2(02 —az)

De la seccion 11.1, la relacion entre a,b y ¢ por el teorema de Pitagoras es
c¢> =a’ +b*, despejando b* =c* —a® y sustituyendo en la expresién anterior, se tiene:

b2 —a2y2 —ab?

2.2 2.2 272 2
b’ x” a’y- ab” |x
- 2

_ Pl
a’b?*  a’b*  a*b?|a® b?

dividiendo entre a2b*: =1 eaalI)

La expresion (I} es la FORMA ORDINARIA de la ecuacién de la hipérbola con centro
en el origen y eje focal sobre el eje x.
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Piy)

Nota:

=¥

Con las mismas condiciones anteriores, pero con
el eje focal coincidiendo con el eje “y”,

procediendo analiticamente en la misma forma se
2 2

obtiene la ecuacion y—z—z—zzl «.{I] que es la
a

FORMA ORDINARIA de la ecuacion de la
hipérbola con centro en el origen y eje focal sobre

eleje y.

La ecuaciones (I} y (I} contienen solo
potencias pares en las variables x y y, la

hipérbola que determinan cada una de ellas es
SIMETRICA respecto a cada uno de los ejes
coordenados y al origen, por lo que al bosquejar
su grafica es suficiente considerar solamente la
parte que esta situada en el primer cuadrante y
aprovechando su simetria se puede completar el
bosquejo de su gréfica.

e Sien las ecuaciones (I} y (I}, los semiejes a y b son iguales (a =b), las hipérbolas
resultantes se llaman EQUILATERAS, ya que el rectangulo principal de la hipérbola
equilatera es un cuadrado y por lo tanto sus asintotas son perpendiculares entre si.

L |

[
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2 2
. . . . X
Dos hipérbolas en un mismo sistema de coordenadas con ecuaciones 7_;;7 =1y
a

2 2

Y _* _1| sellaman hipérbolas CONJUGADAS entre si.

> a*>
'
@
L
C
f
2 .2
¥ 4 : :
Los ELEMENTOS de la hipérbola referidos al
sistema de coordenadas x,y son:
L B e Si la  hipérbola es horizontal:
' 2 2
| b ° Y 1 €(0.0); A(a0); B(0,b);
NN Y-V on C00); Ala0); B0.0):
’ 0 F(c,0), para  determinar las
. o coordenadas de L, despejamos “y”
de la ecuacion (I} y:ié«/)f—az,
a
haciendo xX=c se tiene
2 2 2 2
yziéx/c2 -a’ :ié b’ :ib— ; y:b— es para L[c,bj; y:—b—
a a a a a a
2
es para R(c,—bJ. Por simetria de la hipérbola se tiene: 4'(-a,0); B'(0,~b); F'(~c,0)
a

2 2
L'[— c,bJ; R[— c,—bJ ; Ecuacion de las asintotas: y = éx; y= —éx .
a a a a

Ecuacion del eje focal (transverso): y =0 (eje x).

Excentricidad: e = <
a
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e Si la hipérbola es vertical:
bZ

40.4) B(b.0): Fo.c): L[,cj

Por simetria: A4'(0,-a); B'(-b,0); F'(0,—c);

2 2 2
SRR
a a a

. , a a
Ecuacién asintotas: y = Zx; y= _Zx .

Ecuacion del eje focal: x =0 (eje y).
Ecuacion del eje conjugado: y =0 (eje x).

Excentricidad: e = €
a

La EXCENTRICIDAD de la hipérbola es una caracteristica de la forma de su
rectangulo principal y por consiguiente de la forma de la misma hipérbola, quedando
determinada por la relacion de la distancia entre los focos de la hipérbola FF' a la

. . ;. . . C .
distancia entre sus vértices A'A4, quedando indicada por e=—, como en la hipérbola
a

c>a, se tiene que esta relacion siempre es mayor que uno o sea que e > 1, cuanto
mas cercano es a uno esta valor, sera mas alargado su rectangulo principal en

direccién de su eje focal, en el caso de la hipérbola equilatera, esta relacion es e = V2.

EJEMPLOS

En cada inciso del 1 al 3 se da la ecuacion de una hipérbola, se pide obtener sus
elementos y bosquejar su grafica.

2 2

1) Y o
16 9
Solucion
x2 y2
La ecuacion dada es de la forma (Ih.. > —- =1 (hipérbola horizontal). Para que el
a

bosquejo de la hipérbola se haga rapidamente, se recomienda construir primero el rectangulo

principal, en seguida, trazar las asintotas (las diagonales), luego los elementos del primer

cuadrante, para después, aprovechando la simetria de la hipérbola completar su bosquejo.

De la ecuacién dada: a° =16; a=4; b>°=9; b=3,como ¢’ =a’ +b*; ¢ =16+9=25; c=5;
2

b” =j, por lo tanto, sus elementos son: €(0,0); 4(4.0); B(0,3); F(5,0); L(S,Zj
a
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Por simetria: 4'(-4,0); B'(0,-3); F'(-5,0);

L)

. ] 3 3
Ecuacion asintotas: y:ZX; y:‘Zx'

Ecuacién del eje focal (transverso): y =0
(eje x).
Ecuacién del eje conjugado: x=0 (eje y).

Excentricidad: e = j

)L_L_
16 9
Solucién
y2 xz
La ecuacion dada es de la forma (). —Z—b—zzl
a

(hipérbola vertical), a* =16; a=4; b>=9; b=3, como
2

c’=a’+b*; ¢*=16+9=25; c=5; bzz, por lo tanto,

a

sus elementos son: C(0,0); 4(0,4); B(3,0); F(0,5); "
5
4
0 B t g .
Por simetria: 4'(0,-4); B'(-3,0); F'(0,-5); L'(4,—5j; S L TSk
{2 2
4 4
. , 4 4
Ecuacion asintotas: y = gx; y= —gx

Ecuacion del eje focal : x=0 (eje y).
Ecuacién del eje conjugado: y =0 (eje x).

Excentricidad: e = j
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2 2
) JEE A
25 25

Solucién

La ecuaciéon dada es de la forma: ¥ h

(Thee X Y _

2 12
a b

a=b 0 sea a=b=5 se trata de una

hipérbola

cl=a>+b>=25+25=50: c=5/2

b* 25
a

A(50); B(0.5); F(5/2.0); L(5-/2.5)

Por simetria: 4'(~5,0); B'(0,-5); F'(—Sﬁ,o);
r(-572.5); R(s-2,-5); R(-512,-5)
Ecuacion asintotas: y=x; y=—-x.

Ecuacién del eje focal (transverso): y =0

(eje x).

1 (horizontal) como a4’ =5’

=7 =5 y los elementos son: €(0,0)

equilatera

Ecuacién del eje conjugado: x=0 (eje y).

Excentricidad: e = ﬁ

4) Obtener la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen, LR =3, semieje transverso

a =6 y eje focal sobre el eje y.

Solucién
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De acuerdo con la informacion dada, la ecuacién de la
hipérbola es de la forma:

2 2 2 2
(Mo ¥ % _1 (vertical), si a=6 y LR="2 =3; 22" _3
a b a 6
b*=9:b=3:c>=a’+b*: ¢> =36+9=45: ¢=3/5 ecuacion
2 2
y X

%—?:1, los elementos son: C(0,0); 4(0,6); B(3,0)

F(0.3/5); L@ﬁﬁj. Por simetria: 4'(0,~6); B'(~3,0)

F(0-35); L’G,—3ﬁj; R[—;gﬁj; R’(—;,—.%ﬁj

Ecuacion asintotas: y =2x; y=-2x.
Ecuacion del eje focal : x=0 (eje y).
Ecuacién del eje conjugado: y =0 (eje x).

305 _ s

Excentricidad: e = 35 =
6 2



2 2
5) Obtener la hipérbola conjugada de ;/—6—% =1

Solucién

Las hipérbolas conjugadas comparten los
mismos ejes, de tal modo que el eje focal de
una es el conjugado de la otra y el conjugado
de la primera es el focal de la otra. La

ecuacion de la hipérbola conjugada es:
2 2
%—%:1 (horizontal), donde a*>=9; a=3;

b>=36; b=6; ¢’ =a’+b*>;, ¢’ =9+36=45;

b 36 ) ]
c=3/5; —= 5 =12 Elementos: €(0,0);
a

A(3.0); B(0.6); F(3/5.0); L3-/5.12)

Por simetria: 4'(-3,0); B'(0,-6); F'(-3.5.,0);
r(-3/5.02); RE5.-12); R(-3/5,-12)
Ecuacion asintotas: y =2x; y=-2x.

Ecuacion del eje focal: y =0 (eje x).

Ecuacion del eje conjugado: x =0 (eje y).

3\/52\/5

Excentricidad: e = T

EJERCICIOS

En cada uno de los incisos del 1 al 3, se da la ecuacidén de una hipérbola, obtenga sus
elementos y bosqueje su gréfica.

2 2

() JE AR
9 4
2 2

2) Y
25 16
2 2

3) L %
9 9

4) Obtener la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen, a =6, e:;1 y el eje focal

sobre el eje y.
2 2

5) Obtener la ecuaciéon de la hipérbola conjugada de y——x——l, sus elementos y

36 28
bosquejar su grafica.
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11.4. FORMA ORDINARIA DE LA ECUACION DE LA HIPERBOLA
CON CENTRO FUERA DEL ORIGEN Y EJE FOCAL PARALELO
A ALGUNO DE LOS EJES COORDENADOS

2 2 2 2
En forma analoga a la elipse, las ecuaciones (g x2 —;—2:1 y (... y2 —z—zzl
a a
nos muestran la siguiente PROPIEDAD ESENCIAL de la hipérbola, que sirve para obtener su
ecuacion en cualquier posicion. En esta seccion nos limitaremos unicamente a hipérbolas
horizontales y verticales con centro fuera del origen.

PROPIEDAD ESENCIAL:

En las ecuaciones (I} y (I}, el primero y segundo términos significan:

(La dis tan cia de un punto cualquiera " P" de la hipérbola al eje conjugado)2

(Magnitud del semieje transverso)’

(La dis tan cia de un punto cualquiera " P" de la hipérbola al eje tmnsvemo)2

(Magnitud del semieje conjugado)2

Apliguemos esta propiedad para obtener la ecuacion de la hipérbola con centro fuera
del origen y ejes paralelos a los ejes coordenados:

a) Si el centro tiene coordenadas C(h,k) y el eje focal es paralelo al eje x como se
muestra en la figura, al aplicar la propiedad esencial se tiene:

PO _(eRf ()

¥ | eje 2
conjugadao a b
\ Q._,f donde PO=x-h; PR=y—k
\\ Py) sustituyendo en (i):
(x=n) _(v—k) (
— = 1 L L 1] ]]III
%/><& k\\ - P b2
::5'”5“”5” Esta es la ecuacion de la hipérbola en forma
e x ordinaria con centro C(h,k) y eje focal
h paralelo al eje x (hipérbola horizontal).

b) Si el centro tiene coordenadas C(h,k) y el eje focal es paralelo al eje “y” como se
muestra en la figura, aplicando la propiedad esencial se tiene:
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PP (R

2 b2

sustituyendo en (ii):

O=k) _=h) ) W)

a’ b?
(7} es la ecuacion de la hipérbola en forma ordinaria
con centro C(h,k) y eje focal (transverso) paralelo al

& Bje

¥
a
donde PO=y—-k; PR=x—-h \

eje y (hipérbola vertical).

Si las coordenadas del centro fueran C(0,0), las
ecuaciones Iy (T7) se reduciran a las ecuaciones (I} y (TT);

(=0 =0 | ¥ ¥ _| ..o

a’ b* a’> b*

(y—zo)2 _(x-0) o XX )
a bz aZ b2

EJEMPLOS

(x-2f (-3
9

1) La ecuacion de una hipérbola es T

bosquejar su grafica.

Solucién

fransverso
R

Py

L Qta\

k Bje
conjugado
o=

K_ﬂr_i Ed
h

1, obtener sus elementos y

Vo4 La ecuaciéon dada es de la forma:

y—k)

N / ., A
a’ b*
L L cual nos proporciona

K B
\ 6 | . / coordenadas del centro C(h,k)=(23); a*=9; a=3;
F al LT s F b =16; b=4;ycomo ¢> =a’>+b*; c=-/9+16 =-/25

=1 (hipérbola horizontal), la

los siguientes datos: las

3 3 c=5. Con estos datos ya podemos calcular los

el 5 AN B R elementos de la hipérbola para bosquejar su grafica en
" / 1 B \ = forma analoga a las hipérbolas de la forma (I} y (I},

/ . A partir del centro C(2,3), se construye el rectangulo

principal y se trazan sus diagonales (asintotas) luego se
ubican sus elementos a partir del centro y en forma analoga como en las ecuaciones de la

forma (I} y (I},

Clhk)=(23): Alh+ak)=(53): Blk+b)=(27): Flh+e.k)=(73): L(h ek bz} _ [7j |

25

a 3
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Por simetria: A4'(h—a,k)=(~1,3); B'(hk—b)=(2,-1); F'(h—c,k)=(-3,3)

2 2 2
L h—c,k+b— = —3,§ ; R h+c,k—b— = 7,—z ; R' h—c,k—b— = —3,—Z .
a 3 a 3 a 3

Ecuacion de las asintotas: son 2 rectas que pasan por el punto C(2,3) y que tienen pendiente
b 4 4 4 1 4 17

m=*—=+—o0sea: y-3=x—(x-2), y=—x+— =——Xx+—.
a 3 d 3( )iy 3 3 vy 3 3

Ecuacién del eje focal (o transverso): y =3 (recta horizontal).

Ecuacion del eje conjugado: x =2 (recta vertical).

Excentricidad: e = ¢ _ é
a

2) Obtener la ecuacién y el bosquejo de la grafica de la hipérbola con centro C(l,—3) y
vértices A(1,-1), B(4,3).

Solucién

De acuerdo con la informacién dada, la ecuacion de
esta hipérbola es de la forma:

2 2
(mw),., ‘2") —(X;Zh) =1 (hipérbola vertical), en v 4
a
donde CA=a; a=2; CB=b; b=3y *
2
A =a+b*=4+9; c=-13; b—:g; la ecuacion R U IF L/
a 2 i i ﬂ-ﬂ-"’ . .
2 2 -4
es: (y+3) _(X—l) ~1. A ¢ §
4 9 Bl 3 B
Elementos: C(h,k)=(1,-3); A(h,k+a)=(1,-1) b
-s| LA
B(h+b.k)=(4-3); F(hk+c)=(1-3+/13) 2
[
L+ kre|=| 53413 ). ol i L\
a

Por simetria: A'(h.k —a)=(1,-5); B'(h—b.k)=(=2.-3); F'(h.k—c)=(1.-3--/13);
2 2
L'[h+b,k—ch(ll,—3—\/ﬁj;R[h—b,k+cj=(—7,—3+\/ﬁj;
a 2 a 2

R'[h—bz,k—c] =(—;,—3—@j

a

. 2 2 11 2 7
Ecuacioén asintotas: y+3=+"(x-1); y=—x—— =——x——
y Sy =txm Yy y=—txg
Ecuacion eje focal: x =1 (recta vertical).
Ecuacion eje conjugado: y =-3 (recta horizontal).

c 13

Excentricidad: e=— = ——
a 2
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3) Obtener la ecuacion de la hipérbola con extremos del eje transverso 4'(-2,3), 4(4,3),

foco F(l +3ﬁ,3) y bosquejar su grafica.

Solucién
' )
\}\ o e 4//
\ I
Fy s N F
] E]
R / R
4432 O 1]F & }r

De acuerdo con la informacion dada, la ecuacion de la

(x=h) _(y=k)
b =

(hipérbola horizontal). El centro de la hipérbola es el punto

medio del segmento A'A: C[xA';rxA,yA;ijz(lﬁ)

CA=a=4-1=3;: CF=c=1+3J2-1: ¢c=32

hipérbola es de la forma (1m),..

H 2 2 2. 2 2 2 . . b2 9
Si ¢c"=a"+b"; b =c"—-a"=18-9=9; H=3; —2523
a

como a=b; 3=3. La hipérbola es equilatera y su ecuacion

-1 (-3
9

es:

9

Elementos: C(1.3); 4(43); B(L6); F(1+32.3); L{1+3-/2,6).

Por simetria: 4'(-2,3); B'(16); F'(1-3-2.3); L'(1-3/2,6); R(1+32,0); R(1-3.2,0)
Ecuacion asintotas: y-3==+1(x—1); y=x+2; y=—x+4

Ecuacién eje transverso: y=3.

Ecuacion eje conjugado: x =1.

Excentricidad: e = ﬁ

4) Obtener la ecuacion de la hipérbola con centro C(5,2), foco F(5,7), excentricidad e =

bosquejar su grafica.

Solucién

y

W | W

De acuerdo con los datos del problema, la ecuacion de \ i F /

R-\.
2 2
la hipérbola es de la forma (&),., (y _zk) —(x_h) =1 5 /

(hipérbola vertical). EI segmento CF =c=7-2; ¢=5

A,
B B
b =c*—-a*=25-9=16; b=4 2
=
o

[
(-2F (=5 i VA T
' L

16
Eleme3ntos: C(5,2); A(5,59); 3(9,2)1;61;(5’7); L(31 j // \

Si ez
a 3

bZ

— =— . Ecuacioén:

a

a=

a b’

37 R F

N

Por simetria: 4'(5-1); B'(1,2); F'(5,-3)

L9
33

1
3
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Ecuacién asintotas: y—-2=+

Ecuacion eje transverso: x=5.
Ecuacién eje conjugado: y=2.

Excentricidad: e = ;

5) Obtener la ecuacién de la hipérbola que satisfaga las condiciones indicadas en la
siguiente gréfica, y sus elementos.

Fl

N

“\\a
v

]
(s3]

10

Solucion

2 2
La ecuacién de la hipérbola es de la forma [TL... (e=h)" _(v=F) =1

(hipérbola horizontal).

a’ b’
A simple vista podemos decir que C(6,4); 4(10,4); B(6,6); 4'(2,4); B'(6,2), por lo tanto a =4;
2 2 2
b=2ycomo ¢’ =a>+b>=16+4=20; c=2/5; b—:l; ecuacion: (x=6) _(y-4) =1

a 16 4
Los elementos restantes son: F(6+2ﬁ,4); L(6+2ﬁ,5); F'(6—2ﬁ,4); L'(6—2ﬁ,5);
Rl6+253); R(6-2/53).

Ecuacion asintotas: y—4= i;(x—6); y= ;x+ 1, y= —;x+ 7
Ecuacion eje transverso: y=4.
Ecuacion eje conjugado: x=6.

25 _J5

4 2

Excentricidad: e =
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EJERCICIOS

2 2
1) Obtenga los elementos de la hipérbola (y _93) - (x +93) =1 y bosque su grafica.
2) Obtener la ecuacion, los elementos y el bosquejo de la grafica de la hipérbola con
vértices A(8,—4), A'(-4,~4) y LR=3.
3) Una hipérbola tiene centro C(5,0), foco F(9,0), excentricidad e =2, obtenga su ecuacion,
sus elementos y bosqueje su gréfica.

4) Un extremo del eje conjugado de una hipérbola tiene coordenadas B(6,4), su centro

C(3,4) y L[241 ,9), obtenga la ecuacion, sus elementos y bosqueje su grafica.

5) Obtenga la ecuacién y los elementos de la hipérbola que satisfaga las condiciones
indicadas en la siguiente grafica.

7 |

.

~
NN
LN
SN

11.5. FORMA GENERAL DE LA ECUACION DE LA HIPERBOLA
CON EJES PARALELOS A LOS EJES COORDENADOS

(B (- _
a’ b

En forma analoga a la elipse, si en las ecuaciones (1, y

2 2
(7). 5] _2k) — (x ;Zh) =1 multipicamos por a’b*, desarrollamos los cuadrados,
a
trasponemos y ordenamos términos, obtenemos la ecuacion en FORMA GENERAL de la
hipérbola Ax*> +Cy> +Dx+Ey+F =0 cuyos ejes son paralelos a los ejes coordenados,
donde los coeficientes 4 y C son de signo contrario, los coeficientes de primergrado D y E
indican que el centro de la hipérbola esta fuera del origen, si D =0 el centro esta sobre el eje
“y” si E=0 estara sobre el eje “x”, el término independiente F indica que la hipérbola no

pasa por el origen y si F =0 entonces si pasa por el origen.

277



Reciprocamente, cuando la ecuacion de una hipérbola es dada en forma general,
puede obtenerse su forma ordinaria mediante el método de completar cuadrados y asi
conocer sus elementos para bosquejar su grafica.

EJEMPLOS

En cada inciso se da la ecuacion de una hipérbola en forma general, obtener su forma
ordinaria, sus elementos y bosquejar su grafica.

1) 16x> —9* + 64x + 54y —161=0

Solucion
V4 Se ordena la ecuacién dada como sigue:
\ / 16x*> +64x—-9y* +54y =161
L gl ® L factorizando y completando cuadrados:
7 16(x* + 4x)-9(y> —6y) =161
ol ¢ 1637 + 4x + (2) |- 9]y =6y + (3 |= 161+ 64 - 81
Fi e atlal FF 16(x +2) —9(y —3)° =144
¢ S dividiendo entre 144:
1
& e AN Na 4w 16(x+2) 9(y-3) 144
. / Bl \ 144 144 144

G+ -3 _ [we2) (-3
w9 T e
16 9

—

Forma ordinaria

2 2 2 2 2 b* 16
a =9;a=3;b"=16; b=4; c =a" +b =9+16=25;c=5;—=?
a

Elementos: C(-2,3); 4(1,3); B(-2,7); F(3,3); L(lzjj

Por simetria: 4'(~5,3); B'(-2,-1); F'(-73); L‘(— 7235j ; R(3,—7J; R'(— 7,—7]

3 3
4 4 17 4 1
Ecuacion asintotas: y-3=+—(x+2); y=—x+—; y=——x+—
¥ 3( ); v AR A

Ecuacion eje transverso: y=3.
Ecuacion eje conjugado: x=-2.

Excentricidad: e = ;
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2) 2y° —2x> +12x-50=0
Solucion

Observar que en la ecuacién dada no aparece el

término de primer grado en “y”, o sea que el
coeficiente E=0, por lo tanto el centro de la

hipérbola estara sobre el eje x.

Dividiendo la ecuacion dada entre 2 se tiene:
y?—x>+6x-25=0

factorizando y completando cuadrados:

»? =¥ —6x+(3))=25-9

y —(x-3) =16

2 2
dividiendo entre 16: T6_(x‘3)

se trata de una hipérbola equilatera vertical, en donde

=1 forma ordinaria,

2
@ =b =16 a=b=4; F=at+b =32, c=4/2; 0 =4
a

Elementos: C(3,0); 4(3.4); B(7.0); F(34.2); L(7.42)

Por simetria: 4'(3.-4); B'(-10); F'(3.-42); L'(7.-4-2); R(-1.42); R'(-1,-4.2)
Ecuacion asintotas: y =+1(x-3); y=x-3; y=—x+3

Ecuacion eje transverso: x=3.

Ecuacion eje conjugado: y =0 (eje x).

Excentricidad: e = ﬁ
3) 3x* —12y* —48y—-60=0
Solucién

Como no hay término en “x”, el coeficiente D =0, la hipérbola tendra su centro sobre el eje

“* ”

Dividiendo la ecuacion dada entre 3 se obtiene: x* —4y*> —16y —20=0
factorizando y completando cuadrados:

x> —4(y? +4y)=20

¥ —4(y” +4y+ (2 )=20-16

x*—4(y+2) =4

2 2
Dividiendo entre 4: * —M = 4
4 4 4
4
x? (y+2)2 N . . : )
u =1 Forma ordinaria, es la ecuacion de una hipérbola horizontal, donde:
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v a*=4; a=2; b? =1; b=1;

2 2 2 b2 1
1 d=a’+b*=4+1;c="/5; — =~
a 2
a3 i = Elementos: C(0,-2); 4(2,-2); B(0,-1);
1B
I :
= : Por simetria: 4'(~2,-2); B'(0,-3);
H
-4
5
R|--/5-=
-5
. , 1 1 1
Ecuacién asintotas: y+2 = iE(x—O); y= Ex—z; y= —Ex—z
Ecuacion eje transverso: y=-2.
Ecuacion eje conjugado: x=0 (eje y).
Excentricidad: e = f
4) 4y° —2x> +8x+16y =0
Solucion
I

La ecuaciébn dada carece de término
independiente (F =0), por lo tanto se trata de

una hipérbola que pasa por el origen.
\5' : F L

Dividiendo la ecuacion dada entre 2 se obtiene: — '}&2 4/" -
2y® —x* +4x+8y =0, ordenando, factorizando y - *
completando cuadrados:
29> +8y—x’+4x=0 2,8 B

2 2 2 2 C
2y? +4y+ (2 )~ (x> —4x+(2))=8-4 ; i

2(y+2) —(x-2) =4 L \
2 )2 /"
Dividiendo entre 4: y+2) —(x 2) =ﬂ /Ii' F Il\
4 4 4 -5
2

2 2
(y ;2) - (x _42) =1 Forma ordinaria, es la ecuacién de una hipérbola vertical, donde:

2
a>=2:a=2:b>=4:b=2:c"=a’+b>*=2+4=6; c=-/6; b—=2ﬁ

Elementos: C(2,-2); A(Z,—z + ﬁ); B(4,-2); F(2,—2 + %); L(2 +2/2,-2+ %)
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Por simetria: A'(2,—2 - ﬁ); B'(0,-2); F'(2,—2 - %); L'(2 +2-/2,-2- %); R(2 —2/2,-2+ ﬁ);
R(2-2/2,-2-6)

Ecuacién asintotas: y +2 =if(x—2); y =fx—ﬁ—2; y = —for 2-2

Ecuacion eje transverso: x =2

Ecuacién eje conjugado: y =-2

Excentricidad: e =-/3
5) 16x> -4y —64=0

Solucion

La ecuacion dada carece de términos de primer grado o sea que D =E =0, por lo tanto se
trata de una hipérbola con centro en el origen. Ordenando términos y dividiendo entre 64:

v 4 Xy _64
h E R
* L 16 4

L
x2 2
23 (= * Y _| Forma ordinaria, es la
4 16
ecuacion de una hipérbola horizontal,
o u C n P, donde: a’=4; a=2; b22:16; b=4;
4 2 ? X o220 c=205; 0 =8
a
Elementos: C(0,0); 4(2,0); B(0,4);
48 F(2/5,0); £(2/5.8)
Por simetria: 4'(-2,0); B'(0,~4);
/H'l . “\ F(-2/50); L'(-2/5.8); R(2-/5,-8);
R(-2./5-3)

Ecuacion asintotas: y=2x; y=-2x
Ecuacién eje transverso: y =0 (eje x).
Ecuacién eje conjugado: x =0 (eje y).
Excentricidad: e =-/5
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EJERCICIOS

En cada inciso se da la ecuacion de una hipérbola en forma general, obtenga su forma
ordinaria, sus elementos y bosqueje su grafica.

1) 9% —16x> —64x—54y 127 =0
2) 3x* -3y -24x+21=0

3) 4y — x> +16y+12=0

4) x* -2y* -8x+8y=0

5) 4y — x> —4=0
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